REALNA FUNKCIJA VISE
NEZAVISNO PROMJENLJIVIH

Opsti oblik (eksplicitni) glasi:

y = (X, X500 X),  (Xq,0000X,) € D RM.
Zan =2, 1. za sluCaj realne funkcije od dvije nezavisno
promjenljive, obicno koristimo oznake X 1y za nezavisno
promjenljive 1 z za odgovarajucu vrijednost funkcije 1
p1Semo:

z = f(X,y).



PARCIJALNI 1ZVODI

Pretpostavimo da je argument y konstanta, funkciju z = f(x,y)
mozemo smatrati funkcijom jednog argumenta - x - 1 ispitivati
postojanje grani¢ne Vrijednosti

f’(X, y):Z’ :é: |im£: lim f(X+AX1y)_ f(X1y)
" XA M0 AX A0 AX
f,(xy)=2 S lim ooy +Ay)-fxy)

@/ Ay—0 Ay



Primjer 1. Prvi parcijalni izvodi funkcije z = xeY su:

Z;(:ey z;:xey

“IPrimjer 2. Prvi parcijalni izvodi funkcije z = y?, su

z! =0 Z, =2y

X
Npr. u tacki, (2,3) su:

z,=0 z/ =6



Primjer 3. Neka Je p, cijena proizvoda A, p, - cijena
proizvoda B, X, I X, odgovarajuce traznje 1 neka traznja
proizvoda A zavisi od cijene p, proizvoda B I obrnuto, tj.
X, =t,(p;,p,) 1 X, =1,(p,,P,). Tada se elasti¢nost traznje x, U
odnosu na cijenu p, zove parcijalna elasti¢nost:

OX
El(pl): )p(l 'apl
1 1

Elasti¢nost (ukrStena) traznje x, u odnosu na cijenu p, je




Analogno:

P, 9%,
X, 0P,

p, X,
X, 0P,

EZ(pl): Ez(pz):

Parcijalna elasti¢nost E,(p,) priblizno predstavlja procenat
rasta (smanjenja) traznje proizvoda A, ako se njegova
cijena poveca za 1%, a cijena p, proizvoda B ostane ista.
Parcijalna elasticnost E,(p,) predstavlja (priblizno)
procenat rasta (smanjenja) traznje drugog proizvoda ako je
njegova cijena nepromijenjena, a cijena proizvoda A se
poveca za 1%.



DRUGI PARCIJALNI 1ZVODI

U opsStem slucaju prvi parcijalni izvodi funkcije z = f(X,y)
su takode funkcije istih argumenata, pa ima smisla
govoriti o eventualnom postojanju njihovih parcijalnih
Izvoda. Ukoliko postoje, te izvode zovemo drugim

parcijalnim izvodima funkcije z = f(x,y) 1 ozna¢avamo
sa

0‘z 0°z 0%z 0°z
Ox*  Oxoy oyox oy’
iz zXy zyX zyy




“IPrimjer 4. Prvi parcijalni izvodi funkcije z = x2 — 2y2 + 3xy
su

Z, =2X+3y 2z, =-4y+3X

y
Drugi parcijalni izvodi date funkcije su prvi parcijalnih
1zvodi prvih parcijalnih izvoda:

2}, =2 z}}, =3 Zp =3 2, =4

"N "
| Z

Drugi parcijalni izvodi z, 12,

ZOVU Se mjeSovitl.

*MjeSoviti izvodi, ako su neprekidni, su jednaki



TOTALNI DIFERENCIJAL

Ako je z = f(x,y) funkcija sa neprekidnim parcijalnim
izvodima, definiSemo njen totalni diferencijal dz kao izraz

dz:gdx+@dy

OX oy
gdje su dx i dy diferencijali argumenata x 1.
Drugi totalni diferencijal d?z je izraz

2 2 2
g de2+a Zdy2+2 02

d*z =d(dz) =
(2) OX’ oy’ OX0Y

dxdy



EKSTREMNE VRIJEDNOSTI

Za funkciju z = f(x,y) kazemo da u tacki (a,b) ima
maksimum ako je f(X,y) < f(a,b) za svaku tacku (x,y)#(a,b)
iz neke okoline tacke (a,b).

Ako Je, f(x,y) > f(a,b), kazemo da u tacki (a,b) funkcija

z = f(x,y) Ima minimum.

Ako u tacki (a,b) funkcija z = f(X,y) ima maksimum
(minimum), onda se vrijednost f(a,b) zove maksimum
(minimum) funkcije. Minimum I maksimum se zovu |
ekstremne vrijednosti.



Neophodan uslov da diferencijabilna funkcija z = f(x,y) u
tacki (a,b) 1ma ekstremnu vrijednost je

f’a,b)=0 f,(ab)=0

Tacke u kojima su parcijalni izvodi jednaki nuli zovu se
stacionarne (kriti¢ne) tacke diferencijabilne funkcije.

Primjer 1. Stacionarne tacke funkcije z = 2X + 8y - X? - 2y?
su rjesenja sistema jednacina

2-2x=0

8-4y =0
t]. data funkcija 1ima jednu stacionarnu tacku (1,2).
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Dovoljan uslov (bez dokaza) da u stacionarnoj tacki (a,b)
funkcija z = f(x,y) ima ekstremum da izraz

W(a,b) =2}, -2}, —(z},)

yy Xy
bude pozitivan. Ako je, pritom,

z)y <0 (tadajei z[, <0)funkcija ima maksimum, ako je
z" >0 (tadaje i 2y, >0) - minimum.

Ako je W(a,b) < 0, funkcija nema ekstremum, a ako je
W(a,b) = 0 pitanje ostaje otvoreno.
Izraz W(X,y) zove se diskriminanta funkcije z = f(x,y).
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Primjer 2. Odrediti ekstremne vrijednosti funkcije
Z=X3+y3—9xy.
RjeSenje: Stacionarne tacke date funkcije su tacke (3,3) |
(0,0) - rjeSenja sistema jednacina

z, =0

z, =0
tj. sistema 3x? — 9y = 0, 3y? — 9x = 0. Drugi parcijalni izvodi

su
. "o __ n o __
Zy =6xz, =-92z) =6y

Kako je W(3,3) = 18:18 — 81 > 0, to u tack: (3,3) funkcija
ima ekstremum. Jos je z7 =18>0

pa Je taj ekstremum minimum: z_.. = z(3,3) = —27. U tacki
(0,0) Je W(0,0) = 0-0 — 81 <0, t}. u tacki (0,0) data funkcija
nema ekstremum.
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Ako promjenljive x 1 y nijjesu medusobno nezavisne nego su
vezane nekom relacijom g(x,y) = 0 onda ekstremnu
vrijednost funkcije z = f(x,y) zovemo uslovni (relativni)
ekstremum. RjeSavanjem jednacine g(x,y) =0 po X ili poy,
ako je to moguce, odredivanje relativnog ekstremuma se
svodi na odredivanje ekstremuma funkcije jednog
argumenta. Ako, pak, iz jednacine g(x,y) = 0 ni jednu od
nepoznatih ne mozemo izraziti u eksplicitnom obliku,
relativni ekstremum odredujemo kao ekstremum tzv.
Lagranzove funkcije F(X,y) = f(x,y) + Ag(X,y),

gdje je A parametar koji treba odrediti.
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Potreban uslov: Stacionarne taCke odredujemo 1z sistema
jednacina

F, =0
F. =0
g(x,y)=0
Dovoljan uslov: Ako je drugi totalni diferencijal dF u
stacionarnoj tacki (a,b,A), uz uslov ?dm 23 dy =0
X

pozitivan, funkcija u toj tacki dostize uslovni maksimum,
a ako Je negativan uslovni minimum. Uslov

8g dx + — Y dy=0
OX oy

dobija se diferenciranjem uslova g(x,y) = 0.
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“1Primjer 3. Odrediti ekstremne vrijednosti funkcije
Z=6—4x — 3y, ako je X* + y?=1.

RjeSenje: Lagranzova funkcija u navedenom primjeru je
F(X,y) =6 —4x — 3y + A(X? +y? - 1).

Stacionarne taCke se dobijaju 1z sistema

—4 +2)x=0
-3+ 20y =0
X2 +y?> =1
RjeSenja navedenog sistema jednacina su
5 4 3
7L1 — E Xl — g yl — g
5 4 3
}LZZ_E Xzz_g yzz—g
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Kako je d?F = 21dx? + 2Ady?, to je

) 4 3 5 . 2 2
d F(E’E’Ej_S(dx +dy )>O
2 4 3 5 . 2 2
d F(—g,—g,—zj——S(dX +dy )<O

(pretpostavljamo da dx I dy nijesu istovremeno jednaki nuli)

(ﬁ §) — Ima uslovni minimum, z_. =1, a u tacki

5 : 5 ' “min
4 3 _ _
(_E " E) —uslovni maksimum, zmax = 11.

Primjetimo da ovdje, u cilju odredivanja znaka d?F, nije bilo
potrebno diferencirati uslov.
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